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‘ 1.PRESENTACION

Se dice que un sistema es no lineal si fenémenos simples crean estructuras complejas. Se caracteriza como no lineal si las relaciones causa-efecto son no lineales, aun siendo de
consecuencia, las descripciones lineales de estos sistemas llevan al fracaso, requiriéndose para su correcto modelado de ecuaciones no lineales. Los sistemas no lineales son t
manifestandose la complejidad que generan en el tiempo y el espacio.

La falta de recursos matematicos para resolver las ecuaciones no lineales hizo que no hayan podido abordarse seriamente hasta los afios sesenta del pasado siglo, en los q

ordenadores suficientemente potentes permiti6 suplir con maquinas la falta de herramientas analiticas. A partir de alli, el estudio del mundo no lineal gana momento y se crea t
cientifica alrededor de él. Se reviven viejos experimentos y se plantean nuevos, el disefio de nuevas las herramientas matematicas cobra impulso y se constituye un marco concep

como veremos, englobar fenémenos de, pra te, todas las

El espacio y el tiempo, y la organizacion y estructura de estos, tal como la observamos, son producto de procesos no lineales. El mundo no lineal se manifiesta en todos los ambitc
Las estructuras vivas, los fenémenos atmosféricos, las reacciones quimicas, los paisajes, los minerales, entre otros, son esferas en las que esto se hace notorio. Por ello, lo cot
ciencia no lineal, aunque aqui, en el contexto de un master en fisica, pueda parecer sorprendente. Invocaremos a lo largo del curso la rica fenomenologia de otras areas

Este curso es una breve introduccion a la ciencia no lineal y, por lo tanto, las ecuaciones de interés son diferenciales ordinarias, diferenciales parciales y recurrencias iterativas, ¢
descripcion matematica de numerosos sistemas en fisica, biologfa, quimica, economia, quimica, ingenierfa, etc. Estos sistemas muestran un variado y complejo comportamiento dir
a abordar desarrollando herramientas lineales y no lineales para su analisis y apoyandonos en modelos procedentes de campos tan dispares como la fisica y la economia. A lo lar¢
se hace énfasis en el comportamiento cualitativo de los modelos; en particular, en cémo cambia la naturaleza del comportamiento del sistema cuando se varian los parametros, |

las bifurcaci Nuestra aproximaci6n al problema se basara en el manejo de conceptos e intuicion geométrica, con un tr informal y ami pero sin pc
riguroso.

La geometria fractal estudia los objetos irregulares. Algunos de los que nos encontraremos en ciertas etapas del desarrollo del curso tendran esa naturaleza. Por esa razon, nos
manera tangencial, ciertamente, por los fractales, aunque la envergadura del campo de la geometria fractal haga literalmente imposible cualquier tipo de profundizacién en un
como éste. Esta observacion se hace extensiva al propio &mbito natural de este curso, que no sera mas que una breve presentacién para, hablando en forma coloquial, “abrir boca'
El estudio que vamos a emprender necesita de herramientas de andlisis potentes. La UNED pone a disposicién de sus estudiantes el programa de manipulacion simbélica MAPLE
descargar gratuitamente desde el portal de la UNED (Medios y Servicios -> Centro de Servicios Informaticos). MAPLE, al igual que MATHEMATICA, ofrece un potente conjunto de he
analisis de ecuaciones diferenciales, graficos, generacion de fractales, etc., que seran de maxima utilidad a lo largo del curso. Existen numerosos enlaces en la web que ofrecen sc
de los problemas que se plantearan a lo largo del curso. Seran referencia obligada a lo largo del curso

2.CONTEXTUALIZACION

Podemos considerar a la presente asignatura como bésica e instrumental por dos razones. Es, sobre todo, una materia de corte fundamentalmente matematico, que ai
conocimientos ya adquiridos, en titulaciones cientificas y técnicas, sobre mecanica clasica, fisica de fluidos, ecuaciones diferenciales (ordinarias y parciales), teoria de n
perturbaciones, métodos numéricos y geometria. La segunda razén radica en la proyeccién que sus contenidos van a tener en el resto del curriculo del master. La practica mayoria
de de esta titulacion acuden, en mayor o menor medida, a conceptos o técnicas desarrollados aqui. Asignaturas como “inestabilidades y turbulencia”, “fluctuaciones en siste
“modelizacion y simulacién de sistemas complejos”, hunden sus raices en la ciencia no lineal. Otras, como “interaccién de la radiacion con sistemas de interés biolégico”, tendran, e
relacion muy circunstancial.

El carécter metodoldgico y fuertemente interdisciplinar de la asignatura le permite extender su ambito de interés a numerosas disciplinas. En la practica, todas aquellas disciplinas
grado de formalizacion matematica, se enfrentan, tarde o temprano, a problemas de carécter no lineal. Materias como la quimica, ecologia o geologia, han integrado prog
linealidad en sus respectivas formulaciones. Otras, como la economia o, recientemente, Ia historia, estén dando los primeros pasos en este sentido.

‘ 3.REQUISITOS PREVIOS RECOMENDABLES

Conocimiento de la teoria general ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, nociones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, algebra lineal, métodos numéricos
elementales de manipulacion simbdlica. Es imprescindible un conocimiento del inglés, nivel B1.

‘ 4.RESULTADOS DE APRENDIZAJE

En consonancia con lo expresado anteriormente, podemos enumerar los siguientes objetivos concretos a alcanzar durante el curso.

* Debera haber entendido las caracteristicas distintivas de fenémenos no lineales y manipular su terminologia en distintos contextos: fluidos, reacciones quimicas, procesos biol6git
* Conocera los comportamientos més relevantes de sistemas prototipo, como el problema de Bénard, sistemas de activacién-inhibicion, reaccion de Belousov-Zhabotinsky, etc.
* Estara capacitado para; a) el analisis de estabilidad lineal; b) la construccion de soluciones de series perturbativas simples; c) el de las de a

bifurcacion alrededor de puntos fijos; d) la manipulacion de recurrencias iterativas simples.

* Debera haber adquirido habi
* Debera haberse iniciado en el modelado de sistemas simples

idad es en técnicas de exploracion y resolucién numéricas, y en la utilizacién de técnicas de manipulacion simbdlica (MAPLE) en problemas no lineale:

Aesto , habremos de afiadir destrezas y i a adquirir o cultivar:

* Haberse iniciado en la lectura critica de articulos de revistas cientificas en inglés y posibilidad de sintesis de lo leido.
* Saber emprender la reproduccion de los calculos de determinados articulos simples.
* Ejercitarse en la r ion de basquedas bibliogréficas

* prepararse (0 entrenarse, en su caso) para la exposicién oral y/o escrita de trabajos cientificos.
* Saber transferir conocimientos, métodos y técnicas entre distintas disciplinas.

* Tener capacidad de abstraccién del contexto particular de un problema

* Tener aptitud para abordar el estudio de problemas no exclusivos de la fisica

* Haber adquirido la capacidad de exponer un trabajo, tanto en forma escrita como oral.

* Poder leer ciertos articulos de revistas especializadas, con sentido critico y capacidad de sintesis.
* Estar capacitado para realizar busquedas bibliograficas.

Y las siguientes destrezas especificas:

* Saber reconocer patrones tipicos de fenémenos no lineales

* Saber entender y modelar fenémenos no lineales simples.

* Conacer el caracter interdisciplinar de la materia y lograr experiencia en identificar similitudes entre fenémenos de distintos ambitos cientificos.

* Dominar el andlisis lineal de puntos fijos e interpretar sus distintos escenarios; saber construir un desarrollo en serie de las soluciones alrededor de puntos fijos y plantear

amplitud; saber reconocer y manipular las bifurcaciones prima

* Saber disefiar estrategias simples de exploracion previa del espacio de fases y realizar la integracién numérica de modelos simples.

5.CONTENIDOS DE LA ASIGNATURA

Tema 1. La ciencia no lineal: una introduccién a la complejidad en el tiempo.

Resumen

La nocién de oscilador, y la de vibracion, es esencial para el estudio de la dinamica de las
evoluciones no monGtonas, y constituye un excelente ejemplo para introducirnos en las
ideas de estructuracion y complejidad en el tiempo. Empezaremos con un repaso al péndulo
simple - del que seria un error pensar que es un problema trivial — y su contrapartida natural



amortiguada. Nos preguntaremos qué es necesario para mantener las oscilaciones,
analizando en detalle los osciladores de van der Pol y paramétrico, como casos de
oscilaciones sostenidas que nos llevaran al concepto de ciclo limite.

Esquema

- Recordando los osciladores clasicos: el oscilador libre y los sistemas conservativos, el
oscilador amortiguado y los sistemas disipativos.

-El oscilador mantenido y la ecuacion de van der Pol.

-El ciclo limite.

-El oscilador paramétrico.

Tema 2. La ciencia no lineal: un recorrido por la complejidad en el espacio.

Resumen

La auto-organizacion del espacio es otra de las consecuencias de la no-linealidad. Aqui,
cruzados ciertos puntos criticos, el sistema crea estructuras reconocibles, en una
manifestacion a la que nos referiremos como de “ruptura de simetria”. Practicamente todas
las disciplinas, desde la mecanica a la biologia, ofrecen ejemplos de este fenémeno. Sin
embargo, ante tal diversidad, reconoceremos patrones comunes que nos permitiran, mas
tarde, edificar una teoria unificada.

Esquema
-Un primer ejemplo: la conveccion.
-Estructuras naturales.
-Estructuras en el laboratorio.

Tema 3. Una simple teoria cualitativa de bifurcaciones locales de codimensién 1

Resumen

La descripcién de los ejemplos de los dos temas anteriores nos permite abordar de forma
muy simple la nocién de bifurcacién, concepto fundamental en el estudio de los sistemas no
lineales. Pasado el punto critico en el espacio de parametros del sistema, la observacion de
una ruptura de simetria se traduce, desde un punto de vista matematico, en lo que se
denomina una bifurcaci6n. Se trata simplemente de un cambio cualitativo en las soluciones
de las ecuaciones. Como la dimensi6n del espacio de parametros depende del sistema,
hemos de liberarnos de toda restriccion derivada de este hecho. Es cuando interviene el
concepto de codimensién de una bifurcacién. Desarrollaremos el caso mas simple de
codimension igual a uno, sistematizando las bifurcaciones posibles y lo que llamaremos sus
formas normales.

Esquema
~Conceptos de bifurcacion local y codimension.

-Bifurcaciones supercriticas de codimension 1 de puntos fijos; formas normales.
-Bifurcaciones subcriticas. Bifurcaciones de codimension 1 de orbitas periodicas.

Tema 4. La seccién de Poincaré

Resumen
A partir de los temas anteriores podemos observar que la evolucién de los sistemas que nos
interesan, estan convenientemente descritos por un sistema de ecuaciones diferenciales. En
la gran mayoria de los casos el sistema no es integrable y hemos de estudiar cada solucién

con ayuda de la trayectoria en el espacio de fases. Como este objetivo se hace dificil, o

irreali en cuanto la dimension dos, se simplifica al maximo esta labor
acudiendo a una técnica puesta a punto por Poincaré y que invoca la construccion de una
aplicacion de iteracion, mucho mas sencilla de visualizar. El estudio de esta aplicacion nos

permitira introducirnos en las de una 6n del tiempo (cuestion que
ampliaremos en el siguiente tema) y en los distintos tipos de evolucién temporal que
admiten los sistemas no lineales.

Esquema
~Construccién y propiedades. Interés préctico.

-Secciones de soluciones periédicas, cuasiperidicas y aperiodicas.
-Iteraciones unidimensionales. Ejemplos.

Tema 5. Ecuaciones de recurrencia — Mappings

Resumen

Una relacién del tipo x(t+1)=f[x(t)], en la que la variable x es evaluada en el paso (t+1) a partir de su valor en el paso t, a través de una funcién f, se denomina una recurrencia
aplicaciones iterativas y mapping en inglés). EI tema anterior ya nos permitié construir una de ellas a partir de un sistema de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, las recurrencias con
por derecho propio, sirviendo de modelo en muchos fenémenos de todo tipo. En este capitulo elaboraremos una aproximacién a la teoria de las recurrencias unidimensionales, haciendo e
el caso en el que f es una funcién cuadratica. Este caso es el prototipo de recurrencia por excelencia, que permite

desarrollar de forma sistematica las circunstancias que rodean las recurrencias, desde su

implementacién geométrica y numérica hasta la amplia gama de soluciones que ofrecen,

movimientos cadticos incluidos.

Esquema
-Ecuaciones lineales.

-Procedimientos de iteracion.
-Ecuaciones no lineales.

-Estados estacionarios y su estabilidad.
~Ciclos y su estabilidad.
~Cuasiperiodicidad y caos.

Tema 6. Estabilidad de puntos fijos

Resumen

El cambio de comportamiento de un sistema no lineal esté ligado a la idea de estabilidad de soluciones de un sistema. Las soluciones mas simples las constituyen los puntos fijos y de
cuantificarla nos ocuparemos en este tema, por medio de lo que se denomina principio de

estabilidad lineal, que reduce el problema de la estabilidad a un simple problema lineal.

Esquema

-Formulacién general

-Sistemas de una variable.
-Sistemas de dos variables.
-Sistemas de tres 0 mas variables.

Tema 7. Comportamiento no lineal alrededor de puntos fijos.

Resumen

La estabilidad lineal estudiada en el anterior tema nos permite saber para qué valores de los parametros un determinado punto fijo se desestabiliza. Esto permitira que aparezcan una o
mas nuevas soluciones que significaran un cambio de comportamiento. Aunque de forma

muy cualitativa, ya vimos en el Tema 3 que este hecho estaba ligado a nocién de bifurcacion. Necesitamos ahora familiarizarnos con técnicas que nos permitan saber algo mas sobre cor

propiedades tienen estas nuevas soluciones. Para ello es ir acudir a un tratamiento no lineal, puesto que la aproximacion lineal estudiada en el tema anterior es inapropiada pal
tema, formalizamos todos estos conceptos.

Esquema
-Formalizacion de la estabilidad lineal.

-Teoremas de bifurcacién. Soluciones para valores propios nulos.



-La ecuaciones de amplitud para las bifurcaciones de tipo transcritica, horquilla y de punto
limite.

-La bifurcacién de Hopf.
Tema 8. Dinamica y fractales
Resumen

No existe una definicion clara del concepto de estructura, u objeto, fractal, aunque podemos
satisfacernos diciendo que un objeto posee tal estructura si presenta irregularidades en

cualquier escala en la que es observado, desde la macroscopica hasta la microscopico. A esta idea hace referencia el de aut litud, que introduciremos en este tema. Los

fractales entran en la geometria como un intento de describir de forma mas completa la

irregularidad en la forma de los objetos naturales. En ciencia no lineal, se utilizan los fractales para cuantificar en el espacio de fases la dimensién de los atractores extrafios. También pu
para describir fenémenos irregulares a lo largo del tiempo, de la propia evolucién de la solucién, por ejemplo. En este capitulo haremos una muy breve aproximacién a lo que constituy
conocimiento (fractales y atractores extrafios) de

amplitud.

Esquema

-El concepto de auto-similitud.

-La auto-similitud en el tiempo.

-Dinamica y fractales

-Los atractores extrafios y su caracterizacién cuantitativa: exponentes de Liapunov.

Tema 9. Sistemas espacialmente distribuidos.

Resumen

Nos hemos centrado hasta ahora en los sistemas que desarrollan organizaciéon y complejidad en el tiempo. Este tema ahonda en aquellos sistemas, ya entrevistos en el Tema 2, en los
espacio. Aqui, el problema se hace mas complejo y ambicioso y, ciertamente, la teoria aumenta en dificultad. Sélo abordaremos dos problemas concretos, lo

suficientemente generales para poner de manifiesto el tipo de cuestiones que se pueden

plantear. El primero, es la conveccién de Bénard, ejemplo prototipico en el desarrollo de la

fisica no lineal. El segundo, lo representan los ubicuos sistemas de reaccion-difusion,

presentes en todo tipo de ambitos (biologia, fisica, quimica, petrologia, etc.) y su

6n més repr iva, la i ilidad de Turing, que descubriremos a largo de
numerosos ejemplos

Esquema
-El problema de Bénard.
-Los sistemas de reaccion-difusion.

-La inestabilidad de Turing.

APENDICE I:

ntroduccion a los gréficos en Maple y los de ecuaciones

‘ 6.EQUIPO DOCENTE

VICTOR ALBERTO FAIREN LE LAY

‘ 7.METODOLOGIA

La docencia se impartira a través de un curso virtual dentro de la plataforma educativa de la UNED.

Dentro del curso virtual el alumno dispondra de:

* Pagina de bienvenida, donde se indica el concepto general de la asi ay se presentan a los
* Calendario, donde se establece el orden temporal de actividades.

* Una guia de estudio para cada uno de los temas del programa, con un desarrollo completo del tema, los objetivos del aprendizaje, la bibliografia basica y complementaria de est
y actividades propuestas.

* Materiales complementarios

Todos estos materiales de apoyo se encontraran accesibles en la web de la UNED, en el espacio virtual de esta asignatura.

Estos recursos, seran complementados por parte del estudiante con:

* La participacién en los foros de debate.

* La realizacion periédica de ejercicios, individualmente o en grupo, de puesta a prueba de los conocimientos adquiridos
* Memoria de curso, en la que el estudiante debera presentar un trabajo independiente de resumen critico de un articulo de la literatura cientifica o de un tema prpuesto por el prof

8.BIBLIOGRAFIA BASICA

Comentarios y anexos:

Aungque existe una amplia literatura sobre la no linealidad, en la que encontraremos muchos textos dedicados a una introduccion al tema, el presente curso, por sus caracteristicas
basico determinado. La diversidad de materiales y la forma en que estos deben ser tratados, hace dificil encontrar un Gnico texto que satisfaga adecuadamente todos los requisi
de affadir la ausencia de textos avanzados en espafiol, lo que obliga a acudir a la literatura en inglés, hipotecada, en cierta forma, por las eventuales dificultades en asegurar la ofe

En consecuencia, el material de estudio sera redactado por el profesor de la asignatura y remitido, progresivamente, a medida que avance el curso. Este material consistira en un
el desarrollo del tema, ejemplos resueltos y ejercicios propuestos, acompafiado de la bibliografia correspondiente y de copias de articulos que amplian ciertos aspectos relevantes.

9.BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA

Comentarios y anexos:

La ausencia de un unico libro de texto no excluye ofrecer la bibliografia que servira de base en cada uno de los temas.

Grégoire Nicoli

ntroduction to Nonlinear Science (Cambridge University Press, 1995). Sirve de base para los Temas 6 y 7, y aporta una referencia interesante para los Temas 1,

Daniel Kaplan y Leon Glass, Understanding Nonlinear Dynamics (Springer-Verlag, Nueva York, 1995). Este libro, aunque dirigido fur a bidlogos y of o un ni

elemental, es excelente. Las 1es son muy claras y ofrece numerosos ejemplos de interés. Sirve de base para el Tema 5.

James Murray, Mathematical Biology, Vol. 2 (Springer-Verlag, 2002). Libro de referencia obligada para el estudio de los problemas no lineales en biologia. No por ello, deja
alto. Tiene un tr iento de los p de re ion-difusién y las i i de Turing que es un referente en la literatura especializada.

Koch and Meinhardt, Biological pattern formation: from basic mechanisms to complex structures, Reviews of Modern Physics 66, 1481 (1994). Este articulo tiene la ventaja de [
través del catalogo de revistas electronicas de la UNED. Excelente tratamiento de los problemas de reaccion-difusion. Constituira parte del material del curso para el Tema 8.

M.H. Cross and P.C. Hohenberg, Pattern formation outside of equilibrium, Reviews of Modern Physics 65, 851 (1993). Exhaustivo articulo de revisién sobre estructuras en sist:
quizas apropiado para una lectura para aquellas personas que quieran profundizar en la materia. Es accesible a través del catalogo de revistas electronicas de la UNED y, en parte

material de estudio.

S. H. Strogatz, Nonlinear Dynamics And Chaos: With Applications To Physics, Biology, Chemistry, And Engineering (Westview Press, 2001). Este libro es una referencia obligada pa
sobre dinamica no lineal. Ha obtenido numerosos elogios y constituye una buena adquisicion para una biblioteca sobre la materia. Su consulta servira de ayuda para los Temas 1,

R.H. Enns and G. McGuire, Nonlinear Physics With Maple for Scientists and Engineers (Birkhauser Verlag AG, 2000). Estamos ante un libro dedicado enteramente a la fisica no lin



gran ventaja esta en que no es necesario un conocimiento previo, ni de Maple, ni de programacion, para empezar con él. Incluye un CD con programas Maple y hojas de célculo,
atiles.

10.RECURSOS DE APOYO AL ESTUDIO

La UNED pone a disposici6n de sus i unos recursos para la ayuda al trabajo en esta asignatura. Ya se ha citado el programa de manipulacion simbélica MA
obtenerse para las plataformas Windows, OSX y Linux. Al mismo tiempo se puede descagar un manual tutorial de usuario que contiene las explicaciones para desenvolverse coi

basicas del programa.

La Biblioteca Central dispone de mas de 200 libros de referencia especificos sobre la materia, sin contar con los dedicados a materias afines, como las ecuaciones diferenciales, m
ecologia matematica, etc. Hay que afadir el amplio catalogo de revistas en formato impreso y electrénico, entre las cuales se encuentran muchas de las que dedican seccione
problemas no lineales.

11.TUTORIZACION Y SEGUIMIENTO

Profesor: Victor Fairén Le Lay

E-Mail:

vfairen@ccia.uned.es

Teléfono: 91 398 7124

Horario: lunes y miércoles, de 10,00h a 14,00h

12.EVALUACION DE LOS APRENDIZAJES

En la evaluacién, hasta 10, entran dos factores, con sus correspondientes pesos:

1. Por una parte, en esta asignatura se realizaran dos pruebas de evaluacion a distancia: la primera, sobre los temas del 1 al 5, y la segunda, sobre los temas 6 al 9. Estas prt
ciertos del aprendizaje del i como son las i en el apartado del Aprendizaje” y ciertas de las destrezas y com
transversales detalladas alli. Cada una de estas pruebas contabilizara hasta un 35% de la nota final, sumando entre ambas un maximo de un 70% de la misma.

2. EI30% restante de la nota, procedera de un trabajo de fin de curso y en el cual se evaluaran i te y i Aspectos como la rede

n, capacidad para realizar bisquedas bibliograficas, sentido critico y capacidad de sintesis o la transferencia de conocimientos entre disciplinas, serén especialmentc

13.COLABORADORES DOCENTES

Véase equipo docente.

Ambito: GUI - La autenticidad, validez e integridad de este documento puede ser verificada mediante

el "Cédigo Seguro de Verificacion (CSV)" en la direccion https://sede.uned.es/valida/

9AB98EESF6BF1062A8252A093AB5C1B0
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